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Fleming and Jamison [12, p.19]は， Coolidge[8, p.273]によると出版されたものとしては
1831年のChasles[7]によるものがある，としている。さらに， Euler[ll]は1776年に3次
元の場合の研究を行っているので， 2次元の場合の結果はさらにに古くから知られていた
と想像する。 (cf.[12, Notes and Remarks 1.6]) 
近代的な等距離写像の研究は，コンパクト距離空間上の実数値連続関数全体上の全射
等距離写像に対する Banachの定理 [3,Theorem XI. 3]に始まる。 1937年の Stone[57, 
Theorem 83]による一般化やその後の複素化などを経て，単位的可換C*環の間の全射等
距離複素線形写像は極大イデアル空間の間の同相写像による合成作用素に荷重をかけた
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バナッハ環の歴史を簡単に復習しておく。 BeurlingやWienerによる研究， vonNeumann 
やMurrayによる ringsof operators (現代的にはvonNeumann環）の研究の後に，抽象
的なバナッハ環に明確な定義を与えたのはNagumo(南雲道夫） [48] ([51, p.11])であり






の教科書においても， "Thisproof attracted a great deal of attension to Banach algebras. 
(Rickart [56])"や"Itwas his astonishingly simple proof of the Wiener theorem that first 























T(f) = T(l)f o cp, f E C(X) (3.1) 









・peak point argument : ある点でpeakする peakingfunction Clflo = 1かつf―1(1)= 
1-1({z E (C: lzl = 1})の族のTによる像が共通の一意的なweakpeak pointをもつ。こ
の対応は全単射であることがわかり，その逆の対応が¢である。









補助定理 3.1.X とYをコンパクト Hausdorff空間とする T:C(X)→ C(Y)を多元環と
しての同形写像とする。このとき同相写像t.p:Y→Xが存在して
T(f) = f o cp, f E C(X) 
である。




とする。このとき T(extSB1) = ext e:1である。




ext C(X)i = Uc(x) 
である。
以上で準備できたので， Banach-Stoneの定理の証明を述べる。
Banach-Stoneの定理の証明補助定理 3.2,3.3により， T(UC(x))= Uc(Y)である。した
がって， T(l)はユニタリー関数である。そこで与えられたTに対してT(l)Tを考えること
により，初めから T(l)= 1として一般性を失わない。次に，任意のuEC臥X)(X上の実
数値連続関数全体）と任意の実数tに対してexp(itu)E Uc(x)なので， T(exp(itu))E Uc(Y) 
である。 Tの複素線形性と連続性により
00 (ittT(炉）




OO (it)町（炉） 00 (-ittT(砂）と と =1n! n! 
n=O n=O 
である。 T(l)= 1としたことを考慮して，式(3.2)のtの1次の項を両辺比較して，




炉T(研） iT(u) -iT(u) (-i)吋(uり




T国） = T(u)2 
がわかる。 Tの線形性から，任意のu,vEC臥V)に対して
1 1 
（（ T(uv) = -T u + v)2 -u2 -v -2) = -(T(u + v)2 -T(u)2 -T(v)2) = T(u)T(v) 2 2 
が成り立つ。 Tの複素線形性を考慮して， T(fg) = T(f)T(g)が任意のf,gE C(X)に対
して成立することがわかる。以上から， T:C(X)→ C(Y)は多元環としての同型写像で
ある。補助定理 3.1より同相写像cp:Y→Xが存在して， T(f)= f ocp, f E C(X)であ
るが，特にT(l)= 1を仮定した議論を行ってきたことを考慮して，一般には








Marcusの定理．複素線形写像<I>: Mn(<C)→ Mn(<C)が<P(UMn(IC))C U止 (IC)をみたすと
する。このとき， U,VEU叫 (IC)が存在して
<I>(A) = UAV, A E Mn(<C), 
または
<I>(A) = U AtV, A E Mn(<C) 
が成り立つ。ここで，がはAの転置行列を表す。
行列環Mn(<C)の閉単位球の端点は次のようである。
補助定理 4.1.ext Mn(<C)1 = U止 (IC)'・ユニタリー行列全体
証明 まずユニタリー行列 Uは端点であることを証明する。 u=½(A+ B), IAI さ
1, IBIさ1とする。ユニタリー行列Vが存在して V*UVは対角行列である。このとき
V*UVの対角成分はすべて絶対値が1である複素数である。さらに V*UV=½(V*AV + 
V*BV)である。 IIV*AVII= IAI :S 1, IV* EVIi = IBI :S 1なのでV*AVの対角成分の絶





IIV*AVvllミJl+ laiJドであるので， IIV*AVII:; 1であることに矛盾する。したがって
V*AVの対角成分以外の成分はすべて 0である V*BVについても同様である。以上より
V*UV = V*AV = V*BVであるから U=A=Bである。つまり Uは閉単位球の端点で
ある。
逆にMEMn(<C)1がユニタリー行列でないとする。 M=UPと右極分解する； Uがユ
ニタリーである。 M がユニタリー行列でないのでPは単位行列ではない。また，， Pは
半正定値行列であり， IP2I:; IPl2 = IMl2::; 1なので， 1-戸は半正定値である。そ
こで V= P+i✓ 「ご戸とおくと Vはユニタリー行列であり， Pの半正定値性と Pが
単位行列でないことから戸も単位行列ではないのでV*= P-i✓ 「ごFうヂ Vである。





Schurの定理.T: Mn(CC)→ 島 (C)を複素線形等距離写像とする。このとき，ュニタ
リー行列UとVが存在して
T(A) = UAV, A E Mn(<C) (4.1) 
か
T(A) = UAtV, A E Mn(C) (4.2) 
である。逆に (4.1)または (4.2)で与えられる写像T:Mn(C)→ Mn(C)は全射複素線形等
距離写像である。
証明 T:Mn(C)→ Mn(C)を複素線形等距離写像とする。 Mn(C)は有限次元線形空間で，
Tは単射（等距離写像は単射！）なので， Tは自動的に全射である。補助定理 3.2,4.1に


















定義 5.1.AとBを単位的C*環とする。複素線形写像cf>: A→ Bが稜 (resp.2乗）を
保存する (<f>(ab)= <f>(a)<f>(b), a,b EA (resp. <f>(a2) = <f>(a)2, a EA))とき，① は準同形
写像 (resp.Jordan—準同形写像）とよばれる。さらに対合＊を保存する (<f>(a*) = <f>(a)*, 




定理 5.1.AとBを単位的C*環とする。 cf>: A→Bを複素線形写像で<f>(U心CUBとす
る。このとき <f>(l)E応であり， Jordanゎ準同形写像 J:A→Bが存在して
<f>(a) = <f>(l)J(a), a EA 
である。
証明まずのが有界であることを示す。 uEいとすると,<f>(u) E UBなので l<f>(u)I= 1 
である。次にaEAを自己共役とする。さらに lal::1として一般性を失わないのでそう
する。すると任意のXEHに対して (a2x,x) = (ax, ax) = llaxll2~0 なので a2~0 であ
る。また 1-a2~0 であることが llall : 1よりわかる。実際， IlaI:: 1より
((1-aりx,x) = (x, x) -(ax, ax) = lxl2 -lax伯：： llxlド― llall2llxll2~0
が任意のXEHに対して成立する。したがって《「二a2EAである。そこでu=a+✓「二戸
と定めると u*= a- ✓ 「~であり，《「~はl-a2の多項式で近似でき，したがって
aと可換であることから， u*u= uu* = 1がわかる； uは，したがってu*もユニタリーで
24
ある。またa=u+u*なのでlc[>(a)I:; lc[>(u)I + lc[>(u*)I:; 2である。よって一般に自己
共役aEAに対して腫(a)I:; 2lalである。
最後に任意のaEAに対してa=aia* +ia;r であり aia• もa;rも自己共役であるから
a+a* 
lc[>(a)I :; Iゅ(2)II+ Iゅ(a;t) I:; Ila+ a*I + Ila -a*I :; 4lal 
である。
①がユニタリーを保存するのでc[>(l)E UBである。すると動=c[>(l)*<[> : A→ Bは有
界であり，①。(UA)CUBであり①。(1)= 1である。
動が Jordan*—準同形写像であることを示せばよい。そこで自己共役 a EAを任意にと
り固定する。 exp(ita)= Loo (ita)n n=O n! とすると無限級数は任意の実数tE股について Aの
元に収束する。また＊演算の連続性から (exp(ita))*= exp(-ita)であり




①。(exp(ita))= L E UB 
n! n=O 
である。 (I:~=0 皿亨回り＊＝区~=0 (-it)n:! ゜伺）＊なので






1 = (名 (-it):~□(砂））（ご但）n=~(か））
がすべての実数tに対して成立する。 (5.1)において tの2次の係数を比較すると
i2<I>o(aり








q》o(a)2+ <I>o(a)<I>o(b) + <I>。(b)<I>o(a)+ <I>。(b)2= (<I>。(a)+<I>o(b)2 = (<I'》o(a+ b)2 
= <I>o(a + b)2) =動(a2ab+ ba +ザ） = <I>o(aげ十<I>。(ab+ba) + <I>。(b)2
であるから
①。(a)<I>o(b)+ <I>o(b)<I>。(a)=cl》0(ab+ ba) (5.3) 
が成り立つ。
最後に aEAを任意にとると a=b + ic,b = (a+ a*)/2, c = (a-a*)/2iと表すことが
できる。すると b,cは自己共役であるから (5.3)より
①。国）＝動(b2-召 +i(bc+cb))










払 (C)の閉単位球の端点 (extremepoint)はユニタリー行列全体と一致するので定理 5.1
はSchurの定理に応用できる。 B(H)の場合も含めて C*の閉単位球の端点はユニタリー
だけではないことがよく知られている (cf.[12, 30])が，全射複素線形等距離写像がユニ
タリーを保存することは簡単に分かる (cf.[12, Lemma 6.2.4])。従って，定理 5.1から
Kadisonの定理が直ちに従う！
Kadisonの定理 .AとBと単位的C*環とする。 <I>: A→ Bを線形全射等距離写像と
する。このとき <I>(l)E UBであり， Aから Bの上への JoTdan*同形写像 Jが存在して









































叫 (1')= {f E W(1') : }(n) = 0, ¥:/n < O} 
はW(1')とバナッハ空間として等距離同形である。実際 T:{n E Z: n 2'.O}→Zを全単













れは， Nagasawa[46]による関数環， deLeeuw [9]による Lipschitz環，さらに Cambern




定義 7.1.2次元空間配上のノルムpでp((l,0) = 1をみたすもの全体をアとおく。 pEP
に対して
D(p) =謄。(p(l,t) -1)/t 
と定める。
任意のpEPに対して D(p)は有限の値として存在することは [26]で示されている。
定義 7.2.コンパクト Hausdorff空間Xに対して， AをC(X)の複素線形部分空間で定数
関数を含むものとする。空間A上の半ノルム (seminorm)Il・Ilがllla+llll= llall (a EA) 
をみたすとき， Il・Ilは 1ー 不変であるという。ここで 1は恒等的に実数値 1をとる閑数で
ある。 A上のノルム I・Iに対して， pEPが存在して II・II=P(II・lloo, Il・Il)であるとき，
II·II を p—ノルムという。ただし， II·lloo は上限ノルム (sup norm)である。
28
コンパクト Hausdorff空間Kとする。 K上の複素数値連続関数fに対して




Lip(K) = {f E C(K) : L(f) < oo} 
は単位的可換多元環である。 Lip(K)には多様な完備ノルムが定義できる。
lflmax = max{llfll=, L(f)}, f E Lip(K), 
lf 1+ = lf 1= + L(f), f E Lip(K) 
などはその例である。顕著なこととして， Lip(K)はノルム I・I+C今後，和ノルムと呼ぶ）
に関して単位的半単純可換バナッハ環であり，その極大イデアル空間はKであることが知
られている。そこで(Lip(K),I . I』（単に， Lip(K)と省略することもある）をLipschitz
環と呼ぶ。和ノルムは， p(x,Y) = lxl + IYI, (x, Y) E配に対して， p-ノルムである。 max
ノルム (I・lmaxをそう呼ぶことにする）もp(x,y) = max{lxl, IYI} に対する p—ノルムであ




111+ = 111= + 1!'1=, f E c1[0, 1] 
により単位的半単純可換バナッハ環であり，その極大イデアル空間は[O,1]である。 max
ノルム





C(Y)の複素線形部分空間で定数関数を含むものとする。また， p,qE pとし， 1・IAは
A 上の p—ノルム， II· 伽は B 上の q—ノルムとする。さらに， T:A → Bを(A,I・IA)か
ら(B,1・IB)の上への全射複素線形等距離写像とする。さらに， T(l)= 1とする。このと





系 7.1.A, Bを，それぞれある p,qE p に対する p—ノルム， q-ノルムによる単位的半単
純可換バナッハ環でX,YがそれぞれA,Bの極大イデアル空間であるとする。このとき，
T(l) = 1であるような (A,11・IIA)から (B,11・IIB)の上への全射複素線形等距離写像Tに対
して，同相写像cp:y→Xが存在して
T(f) = f o cp, f E A 
が成り立つ。特に， AとBはバナッハ環として等距離同形である。













7.2 Lipschitz環上の等距離写像と Raoand Royの問題




Rao and Roy [54]は単位閉区間 [O,1]上の関数からなる多元環Lip[O,1], C門0,1]と絶対
連続関数全体AC[0,1]上の等距離写像を研究した。集合の包含関係としては c1[0,1] c 
Lip[O, 1] c AC[O, 1]であり， fE AC[O, 1] (resp. Lip[O, 1], C門0,1])について『 EL門0,1] 
(resp. L00 [O, 1], C[O, 1])である。主なノルムはlflo+ I『11,f E AC[O, 1] (resp. lflo + 
I『lo,f E Lip[O, 1], clo, 1])である。全射複素線形等距離写像は荷重合成作用素であるこ
とが示されている。多元環AC[O,1], Lip[O, 1], C1[0, 1]はこの和ノルムに関して単位的半
単純可換バナッハ環であり，その上の全射複素線形等距離写像は荷重合成作用素であるこ




Jarosz and Pathakは， Raoand Royの問題に対して肯定的な"解”を示した [29,Example 
8]。そこではコンパクト距離空間Ki(j=l,2)に対して Lip(K1)から Lip(K2)の上への
全射複素線形等距離写像Tに対してT(l)が絶対値1の複素数であることを示すことが肝
要であった。 IT(l)I= 1が示されてしまえば， T汀汀に対して [29,Theorem 4] (cf. [28, 
Theore叫）を適用して， TがK上の等距離写像に関する荷重合成作用素であることが証
明できる。 IT(l)I= 1を示すために [29,Example 8]ではLip(Ki)の双対空間の単位球の
端点 (extremepoint)を調べているが，その過程には確認できない箇所があり， Jarosz
and Pathakの解答は不完全であるとされた (cf. [24, pp.152-153])。和ノルムを定めた
Lip(Ki)の双対空間の単位球の端点の全容は，現在でも，少なくとも直接的な把握は筆者
にはできていない。 Hatoriand Oi [24]は，ある種の"ベクトル値バナッハ環”上の全射
複素線形等距離写像の形を決定した (cf.[19])。 その際に， Choquet理論を用いて双対
空間の単位球の端点の一部分を解析し, IT(l)I = 1に当たる等式を示した。結果として




Nikou and O'Farrell [47]はベクトル値写像からなるある種のバナッハ環を適切四つ組と
よんだ ([25]のDef.2.2の直後のコメントも参照のこと）。 Hatoriand Oi [24]は単位的可換
C*環に値をとる写像からなるバナッハ環でいくつかの条件をみたすものを L型適切四つ










について， [19,Theorem 14]の証明では， Lumer'smethodを用いた証明を与えた。 L型
適切四つ組や自然なC(Y)値化は， C(Y)に値をとる Lipschitz写像全体Lip(K,C(Y))や




Rao and Royの問題の解答は [24,Theorem 8]で与えられたが，その後改良された [19,
Theorem 14]の方が多少読みやすいはずなので，ここではそちらを採録する。
定義 7.3([19]のDefinition12). X とYをコンパクト Hausdorff空間とする。 BをC(X)
の単位元を含む部分環でXの点を分離するとし ('vx,yEXに対して， f(x)i-f(y)であ
るような fEBが存在する），それ自身（何らかのノルムに関して）バナッハ環である
とする。 BはC(Xx Y)の単位元を含む部分環で， BRC(Y)CBであり，それ自身が
バナッハ環であるとする。さらに XxYがBの極大イデアル空間であり， Bは複素共役
(f EBならば1EB)とする。さらに，つぎの条件が成り立つときhはBの自然なC(Y)
値化であるという：条件）コンパクト Hausdorff空間皿と複素線形写像D:B→ C(9Jt) 
で， kerD = 1RC(Y)かつ D(C訊XxY)n恥cc訊飢）が成り立ち，ノルムの条件
IIFlls = IIFlloo(XxY) + IID(F)lloo(畑), FEB 
をみたす。
単位的な半単純可換バナッハ環の Gelfand変換は上の定義の Bの条件をみたす。
定理 7.2([19]のTheorem14). コンパクト Hausdorff空間xj(j = 1,2)に対して， Bj
はC(Xj)の単位元を含む部分環でX の点を分離するとし，それ自身（何らかのノルムに
関して）バナッハ環であるとする。凡を凡の自然な C(t;)値化であるとする。任意の
FE 瓦と，½ 上で lhl= 1である任意の hE C(t;)に対して，
11(1Rh)Fllif, = IFI瓦
. . . . 
が成り立つとする。このとき， T:B1→凡を全射複素線形等距離写像とする。すると，
y2上 lhl= 1である hE C(Y2)と，連続写像<p:X2 X Y2→ふで任意の yE Y2に対して
叫 y): ふ→ふが同相写像であるものと，同相写像T:Y2→兄が存在して，




系 7.3.コンパクト距離空間Kj(j = 1,2)とコンパクト Hausdorff空間Yj(j = 1, 2)に対
して， Kj上のC(t;)値Lipschitz写像全体に和ノルムを定めたバナッハ環を Lip(Kj,C(t;)) 
とする。この時， T:Lip(K1, C(Y1))→ Lip(K2, C(Y2))を全射複素線形等距離写像とする。
すると， Y2上 lhl= 1である hE C(Y2)と，連続写像 ({J:X2 X Y2→ふで任意のyE Y2 
に対して <p(•,y): ふ→ふが全射等距離写像であるものと，同相写像T:Y2→ Y1が存在
して，
T(F)(x, y) = h(y)F(<p(x, y), T(y)), (x, y) Eふ X};
32
が任意の FELip(K1, C(Y1))に対して成立する。
定理 7.2を適用すれば， yE Yzに対してゃ(・,y):X2→ふが全射等距離写像であること
以外の部分は証明できる。任意の yE Y2に対して r.p(・,y) : X2→ふが全射等距離写像で
あることは，対象がLipschitz環であるという特殊事情により証明できる。




系 7.4.コンパクト距離空間xjCJ = 1, 2)に対して， xj上の複素数値 Lipschitz関数
全体 Lip(Xi)に和ノルム II・lloo+ L(・)を定める。この時，全射複素線形等距離写像を
T : Lip(Xリ→ Lip(ふ）とする。すると, IT(l)I = 1であり，さらに全射等距離写像
r.p: ふ→ふが存在して，
T(f) = T(l)f o r.p, f E Lip(ふ）
が成り立つ。
全射複素線形等距離写像T:C1([0, l], C(Yiリ）→び([O,l], C(Y2))の形も定理 7.2により
次のようである： lhl = 1である hE C(Y2)が存在し，同相写像<p: [0,l] x均→ [0, l] x Y1 
とT : Y2→ Y1が存在して，任意の yE的に対して <p(t,y) = t, t E [O, l], または
<p(t, y) = 1 -t, t E [O,1]であり，
T(F)(t, y) = h(y)F(<p(t, y), r(y)), (t, y) E [O, l] x Y2 
が任意の FEび ([O,l], C(Y1))に対して成立する [24,Corollary 18]。 特にy;が1点集合
である場合はRaoand Royの結果 [54,Theorem 4.1]である。またTを単位円周としたと
きび(11''C(Yy))上の全射複素線形等距離写像についても同様の結果が定理 7.2より導か
れる (cf.[24, Corollary 19])。
Lipschitz環や連続微分可能関数全体には，和ノルム以外にも maxノルムはじめバナッ
ハ空間としてのノルムがある。そのようなノルムに関する等距離写像の研究も多数なされ


















ことを志向した研究がある。 Oi[50]は行列に値をとる写像からなる Lipschitz環上の 1を
保存する等距離写像を， Lumer'smethodを用いて決定した。







例 9.1.通常の位相を X= {(x,y): -1::; xさ1,y= O} U {(x,y): x = 0,0::; y::; 1}と閉
区間Y=[-1,2]に入れる。写像T:C(X)→ C(Y)を， fE C(X)に対して
(T(J))(x)~{ f (x, 0), -1さxさ1
f(O,x-1)-f(O,O) + f(l,O), 1 < x :S2 
と定める。すると， Tは全単射有界線形作用素であり，その作用素ノルムは3である。ま
た， XとYは同相ではないので， Gelfand理論により C(X)とC(Y)は多元環として同形
ではない。
10 付録2: Banachの問題と Mazur-Ulamの定理
線形距離空間 (Banachの本[3]では完備線形距離空間を F-spaceとよぶ）上の全射等距
離写像がaffine(線形写像＋定数）であるかどうかは， Banachの問題として知られている
[3, p.150] (cf. [6, p.94])。有限次元の場合はCharzynski[6]により解決されているが，一
般の場合は今日でも未解決であると思われる (cf.[5])。ノルム空間ではない F-spaceの
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例として， ZygmundF-algebra, Privalov clas, Smirnov class等の正則関数のなす空間が
ある (cf.[20, 59])。
Mazur and Ulam [40] (cf. [3])は，ノルム空間における点対象移動が距離を 2倍に伸ば
すこと（以下の証明の式(10.1)の部分が該当）に依存した証明を与えた。 V帥is却la[60]が
別証明を与えたが，この点対称移動の原理を用いている。以下でV邸is韮l記のアイディアに
従った証明を述べる。線形距離空間(V,d)において， d(2y-x, x) : kd(y, x) (x, y EV)を
みたす定数k> 1が存在するような場合は，同様の証明方法でその上の全射等距離写像は






9(a;b) = g(a);g(b) 
を示せば十分である。そこで，簡単のためc=芳セ， c'=血号叫）とおく。入=lg(c) -c'I 
とする。入=0を示す。
r_p:E→ Eをr_p(x)= 2c -x, 心： F→ Fを心(u)= 2c'-uにより定義すると， r_pは等
長写像で， r_p(c)= c,r_p(a) = b,r_p(b) = aであり，
I cp(叫一xi= 2lx -el (x E E) (10.1) 






lh(c) -el = lr.p O g―1。心 Og(c) -ell= Ilg―1。心og(c) -r.p(c)I 
(10.2) 
= Ilg―1。7PO g(c) -ell= Iい0g(c) -g(c)I = 2lg(c) -c'I = 2入
であり， lr.pO h(x) -YI = lr.p(x) -h(y)Iより
2、)1 = 2llh(c) -ell= lr.p o h(c) -h(c)I = lr.p(c) -ho h(c)I 





2n+2入=2llh(2nl(c) -ell= llcp(hC2nl(c)) -h(2nl(c)II 
= llcp(hc2n-1)(c)) -hc2n+1l(c)II = .. = lcp(c) -hc2n+2n)(c)II = lie -hc2n+ll(c)II 
である。）一方h(a)= aであることから hば）(a)= aなので
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